




















Р еш ен и е обы к н овен н ого  д и ф ф ер ен ц и а л ьн ого  уравнен ия с д р обн ой
степ ен ью  оп ер а тор а  Б ессел я
Ситник С.М., Шишкина Э.Л.
1 Введение
В этой статье рассмотрим дифференциальное уравнение с дробной степенью оператора 
Бесселя, где оператор Бесселя имеет вид
В 7 d2 Y dx dx ^ Y >  0. (1)
Первые явные формулы для дробных степеней оператора Бесселя на отрезке в тер­
минах гипергеометрических функций Гаусса приведены в статье Иды Шпринхайзен- 
Купер [1]. Более подробная теория дробных степеней (1) на отрезке и полуоси содер­
жится в [2-6 ] . Дробные степени гипер-бесселевого оператора вида




с вещественными параметрами a 0,..., a m были представлены Адамом Макбрайдом 
в [7]. Их изучение было продолжено в [8-11]. Оператор Бесселя (1) соответствует
B ao,ai,...,am при
m =  2, a0 =  — 1, а 1 =  2 — y , a 2 =  y  — 1,
или
m =  2, a0 =  —y , a 1 =  Y, a2 =  0 .
Уравнения с дробными производными Бесселя ранее не изучались из-за отсутствия 
подходящих инструментов для их изучения. Первой целью статьи является представ­
ление одного из таких инструментов, а именно интегрального преобразования Мейе­
ра. Такое преобразование играет ту же роль для левосторонней дробной производной 
Бесселя на полуоси, что и преобразование Лапласа для левой дробной производной 
Герасимова-Капуто на полуоси. Другая цель состоит в том, чтобы показать, что степен­
ные функции, умноженные на функции Фокса-Райта, являются фундаментальной си­
стемой решений левосторонней дробной производной Бесселя типа Герасимова-Капуто 
на полуоси. Уравнения с дробными производными Бесселя чрезвычайно интересны с
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теоретической точки зрения, но возникают и в приложениях, например, в задачах 
случайного блуждания частицы [12, 13].
В [14], на стр. 312 метод преобразования Лапласа был применен для получения 
явного решения однородного уравнения вида
( GC )(x ) =  A f  (x), x >  0, l — 1 < a < l, l e  N, A e  R,
где для нецелого a >  0
( GC D + f  )(x)
x
1 r f  (n ) (t)dt
Г(п — a) J (x — t )a+1-n , 
о
x e  [0, ^ )
(2)
(3)
— левосторонняя дробная производная Герасимова-Капуто на полуоси ( [15], [14], стр. 
97, формула 2.4.47). Для a =  n =  0 ,1 ,2 ,...
( GC Dn+f )(x) =  f<n>(x).
Герасимов в [15] вывел и решил уравнения с частными производными дробного поряд­
ка с производной (3) для прикладных задач механики в 1948 году.
Условия вида
f k(0+) =  dfc, k =  0 ,1 ,..., l — 1, dfc G R (4)
могут быть добавлены к уравнению (2). Решение задачи (2)- (4) имеет вид (см. [14], 
стр. 312)
1-1
f  (x) =  ^  dk x k Ea,k+i(Axa), (5)
k=0
где Ea,e — функция Миттаг-Леффлера (15).
В этой статье мы, при помощи преобразования Мейера, получим точное решение 
f  однородного уравнения вида
( B V f  )(x ) =  A f  (x),




Приведем определения специальных функций, которые будем использовать.
М од и ф и ц и р ован н ы е ф ун кц и и  Б ессел я  (или гиперболические функции Бессе­
ля) п ер вого  и в т о р о го  р ода  Ia(x) и K a(x) определяются формулами (см. [16-19])
! a ( x )  ̂ J a ( i x ) Ет=0
1





n I -a (x )  -  I  a (x)
2 sin(an) (7)
где a  — нецелое. Для целого а  используется предельный переход в (6 ),(7). Очевидно, 
что K a(x) =  K - a (x). Для мальньких значений аргумента 0 <  |r| ^  -фv +  1, имеем
K  (r) ~
-  l n (  0  -  if v





— постоянная Эйлера-Маскерони [20].
Ядром преобразования Мейера является норм и рован н ая  м оди ф и ц и рован н ая  
ф ун к ц и я  Б ессел я  в т о р о го  р ода  kv, определенная формулой
kv (x)
2v r (v  +  1)
xv
K v (x), (9)
где K v — модифицированная функция Бесселя второго рода (7).
Нормированная модифицированная функция Бесселя второго рода обладает свой­
ствами
lim kv (x)ж 0̂
Г (—v)
22v+ ir (1 +  v) ,
v <  0, - v  < N, (10)
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l i m  x ako(x ) =  0 , a >  0 , l i m   -----kQ(x ) =  —  1 ,
x ^ Q x ^ Q l n  x (11)
lim x 2v kv (x)x^Q
1
2 ^
v >  0 , (12)
1- 2v+1 dkv (x) -i / lq \lim x + — ;-----=  —1, v > — 1. (13)
x^Q dx
Ядром левосторонней дробной производной Бесселя на полуоси является ги п ер ­
геом етр и ч еск а я  ф ун к ц и я  Гаусса, которая внутри круга |z|<1, определяется как 
сумма гипергеометрического ряда (см. [20], стр. 373, формула 15.3.1)
2Fi(a,b; c; z) F (a ,b ,c ; z) =
k=Q
(a)k(b)k zk 
(c)k k ! ,
(14)
а для |z| >  1 получается аналитическим продолжением этого ряда. В (14) параметры 
a,b,c и переменная z могут быть комплексными, c=0, - 1 ,  - 2 , . . . .  Множитель (a)k —  
это символ Похгаммера: (z)n =  z(z +  1)...(z +  n — 1), n = 1 ,  2,..., (z )Q =  1.
Ф ун кц и я М и ттаг—Л е ф ф л ё р а  Ea,p (z) — это целая функция порядка 1 /a  опреде­
ляется следующим рядом, в случае когда вещественная часть a  строго положительна
Еа,в(z) =  Y 1
n=Q
zn
Г(ап  +  в ) ’
z G C, a, в  G C, Re a  >  0, Re в >  0. (15)
Функция (15) была введена Гестой Миттаг-Леффлёром в 1903 году для a=1  и А. Ви- 
маном в 1905 году в общем случае. Первыми приложениями этих функций М иттаг- 
Леффлёра и Вимана были приложения в комплексном анализе (нетривиальные при­
меры целых функций с нецелыми порядками роста и обобщенные методы суммиро­
вания). В СССР эти функции стали в основном известны после публикации знаме­
нитой монографии М. М. Джрбашяна [21] (см. также его более позднюю моногра­
фию [22]). Наиболее известным применением функций Миттаг-Леффлёра в теории 
интегро-дифференциальных уравнений и дробного исчисления является тот факт, что
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резольвента дробного интеграла Римана-Лиувилля явно выражается через них в соот­
ветствии со знаменитой формулой Хилле-Тамаркина-Джрбашяна [23], стр. 78. Ввиду 
многочисленных приложений к решению дифференциальных уравнений с дробными 
производными эта функция была заслуженно названа в [24] была заслуженно названа 
"Королевской функцией дробного исчисления".
Ф ун кц и я Ф окса -Р ай та  рФд(z) для z Е C, щ ,bj Е C, a l, в  Е R, l =  1 ,...,p; 
j  =  1, ...,q определяется рядом вида (см. [25,26])
p Фq (Z ) ФРФ q
(щ, a  )i,p 
(bj , fij) i,q Ek=0
П  Г (щ +  aik)
i = i







S  p j -  S  al >  - 1
j=1 l=1
ряд в (16) сходится для всех z Е C. Пусть
4
p q






S  bj -  S  щ +
j=i i=i
p -  q 
2
Если q p
J ^ ^ j  - ^ 2  ai =  -1 ,
j=i i=i
то ряд в (16) сходится абсолютно для |z| < 4  и для |z| =  4, когда Re б  >  i . Функция 
Фокса-Райта для дробных степеней оператора Бесселя играет ту же роль, что функция 
Миттаг-Леффлера для обыкновенного дробного исчисления.
Используя функцию Фокса-Райта (16), мы можем записать функцию М иттаг- 
Леффлёра в виде





2.2 Интегральные преобразования и оператор Пуассона
В этом пункте мы представляем интегральные преобразования Лапласа и Мейера и 
их связь с оператором преобразования Пуассона.
П реобр азован и е  Л апласа функции f  (t), определенной для всех вещественных 
чисел t >  0, — это функция F (s), представимая равенством
СЮ
L [f  ] (s) =  F (s) =  У  f  (t)e~st dt, (18)
0
где s — комплексное число s =  a +  гш, а и ш — вещественные.
Пусть Ea, a G R  — пространство функций f  : R  ^  C, f  G Lloc(R), таких, что
СО
f  j f (t)|e-atdt <  то и f ( t )  обращается в нуль, если t <  0.
0
Пусть f  G Ea. Тогда интеграл Лапласа (18) сходится абсолютно и равномерно на 
Ha =  {p : p G C, Rep >  a}. Преобразование Лапласа функции f  G Ea ограничено на Ha 
и является аналитической функцией на Ha =  {p : p G C, Rep >  a} (см. [27], стр. 28).
Пусть f  G Ea и гладкая на каждом интервале (a,b) G R+. Тогда в точках t непре­
рывности этой функции определено обратное преобразование Лапласа:
c+io
L-1[F](t) =  f  (t) =  /  F (s)etsds, С >  a.
c-io
(см. [27], стр. 37).
Преобразование Лапласа функции Миттаг-Леффлера, умноженной на степенную 





Для функции f  интегральное преобразование, содержащее функцию ky- i , у  >  1 в2
качестве ядра называется п р еобр азован и ем  М ейера. Оно определяется формулой
K Y [f](0 =  F (0 =  У kY- 1 (xf ) f  (x )x Y dx. (20)
0
Преобразование (20) — это модификация K -преобразования из [27], стр. 93, фор­
мула 1.8.48 и поэтому имеет те же свойства, но другое асимптотическое поведение.
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Пусть в  такое число, что
в > 12
2 если у >  1 и в >  —1 если у 1 и в >  —1
Y
— если 0 <  y <  1. 
2 [
Определим класс функций
M “ (R+) =  < f  Е Ll1>c(R+) : f  (t) =  o ^te 2 j  при t ^  +0 и f  (t) =  O(eat) при t ^  >.
Преобразование Мейера функции f  Е M “ (R+) существует почти всюду для Re £ >  a 
(см. [27], стр. 94).
Если 0 <  y  <  2 и F (£) — аналитическая на полуплоскости Ha =  {p Е C : R ep >  a}, 
a <  0 и s2-1 F (£) ^  0, |£| ^  + w  равномерно по arg s, то для любого числа c, c > a 
обратное K-1 имеет вид (см. [27], стр. 94)
c+i<̂
K- 1[f](x) =  f (x )  =  —  f  f (& y- ! (x0C d £ . (21)' пг J 2
c-irx
Формула обращения (21) не удобна для расчетов и имеет условие 0< y < 2. Здесь мы 
представим другую формулу обращения с использованием оператора преобразования 
Пуассона.
Пусть y > 0. Одномерный оператор Пуассона определен для интегрируемых функ­
ций f  равенством




x2 — t2) 2 1 f  (t) dt, C  (y ) (22)
Постоянная C (y ) выбрана так, чтобы p x [1] =  1 (см. [28], стр. 50).
Левый обратный оператор для (22) при y  >  0 для функции H (x) определяется 
формулой (см. [23])
(PY )-1h  (x)
2^/Лх
Г (*2 т ) Г (n — 2) \ 2x<lx
H  (z )(x2 — z2)n- Y-1zYdz (23)
где n =  [2] +  1.
Для того чтобы найти f  (x) из равенства
xnd
K  [f ](£) =  (L F  (z))(£) =  g (0
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представим ядро преобразования (20) по формуле
K a(xO  =  Х  e~xxt(t2 — 1)a - 1 dt =  {x t =  z }
Г (a +  ±) V 2
~ Г ^ л ( — 1 f  е -?" (z2 -  x 2)a - 1 dzГ (a +  2) \ 2 x /  J ( )
из [16], стр. 190, формула (4). Тогда
кy-  (< )
1 —Y2 V
г  ( 2 ? )  ( x e ) " —




г (Yy) ( x Q 1—  Г (2) V2x
= 21-2 уП
= x2-1 Г 1 Y±1) Г 12
e (z2 — x2) 2 1dz =
Следовательно,
e (z2 — x2) 2 ldz.
K2 [ / ] (e ) =  / (0 =  /  kY — (x£) / (x)xY dx
21- ')у^1
Г 12± i) Г 12
/ (x )xd x  I e (z2 — x 2) 2 1dz
21 -)уП  
Г  12 ± i  ) г  12
e dz / (x )(z2 — x2) 2 1xdx.
0 0
Используя оператор Пуассона (22) и преобразование Лапласа (18), получим
K [ / Ш  = J  e-SzF (z)dz =  (£ F (z ))(Q ,
0
где
F  (z) =  A y z 2-1P2 z / (z ) ,  A y
п
2 2 Г 2 ( 2 ± 1  ̂ ■
Таким образом, для того чтобы найти / (x) из равенства
к  [ / ](e) =  (l a y  z2-1P2 z /(z ) ) (e )  =  g(e)
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мы должны сначала обратить преобразование Лапласа, а затем обратить оператор 
Пуассона. Формула обращения для функции д, такой что (L -1 g)(x) существует, имеет 
вид
/ (x) =  K -1 [g](x)
1
Ay x
(PY)-1x 1-Y(L -1g)(x), g K  [ / ], А^
n
2 Y Г 2 ( Ф+1 )
(24)
3 Левосторонние дробные интегралы и производные 
Бесселя на полуоси
3.1 Определения левосторонних дробных интегралов и произ­
водных Бесселя на полуоси
Пусть а >  0, у  >  0. Л евостор он н и й  д р обн ы й  интеграл  Б ессел я  на п ол уоси
B - o+ для / e L[0, то) определяется формулой









2 а - 1
2 F 1
Y — 1
а4— — , а; 2а; 1 у2
x 2 /  (y)dy.
(25)
Для а  <  0 формула (25) может быть продолжена аналитически, а(В(° 0+ / )(x ) =  / (x).
В [7] были представлены пространства, адаптированные для работы с операторами 
вида BY) 0+, а  Е R. Эти пространства имеют вид:
Fp =  <J p Е C ~ (0 , то) : x k е Lp(0, то) for k =  0 ,1 ,2•А • “  f  ) 1 <  p < то,
и
dk p
Foo =  <! p Е C  ~ (0 , то) : x k—-r ^  0 as x ^  0 +  andas x ^  то for k =  0,1, 2,... 
1 dxk
Fp,p =  { p  : x Mp(x ) Е Fp} , 1 <  p <  то, p Е C.
Мы приведем здесь теорему, которая является частным случаем теорем из [7].
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Т еор ем а  1. Пусть aGR. Для всех р, р и 7 >  0 таких, что р = 1 —2т, 7= p —р —2m+1, 
т =  1, 2... оператор £ “ 0+ является непрерывным линейным отображением из Fp ,p  в 
Fp,p -2a. Если, кроме того, 2a =  р — p +  2m и 7 — 2a =  p — р — 2т + 1 , m =  1, 2..., то 
B “ 0+ гомеоморфизм из Fp,p  на Fp,p -2a с обратным оператором B~a+ .
Сравним дробный интеграл Бесселя B -  0+ с известным дробным интегралом 
Римана-Лиувилля /0+. Для этого положим 7 =  0:
( в -a + f  )(x)= Г(2а)
x 2 — y2 
2x
2 a - 1







2 2 \ 2a-1X — У \
2x J
2x
x +  y
2 a - 1
f ( y)dy =
X
=  r ^ a ) / ( x —y)2 a - 1 f  (y)dy =  ( / o2+ f  ) (x ) .
0
Теперь выпишем явную формулу для дробной производной Бесселя B ^ , a  >  0. Для 
приложений лучше использовать обобщение дробной производной Герасимова-Капуто
(3).
О п ределен и е 1. Пусть n= [a ]+1 , f  GL[0, то) , / B ” - - f ,  / B ” - - f  g C',2V1(0 , to) . Левосто­
ронняя дробная производная Бесселя на полуоси типа Герасимова-Капуто
определяется равенством
( B V f  )(x ) =  ( / b ? -+  B f  )(x). 
Легко видеть, что
(26)
(Boao+ f ) ( x ) = ( C D0+ f  )(x), 
где ( GCD ^ f ) ( x )  определено формулой (3 ).
Следуя [1] и [7] приведем следующие результаты. Пусть Re (2у +  р) +  2 >  1/р, и 
р G Fp,M. Для Re a >  0, мы определим /П,ар формулой
2
/ r p ( x )  =  - f -  x -2n-2a (x2 — u2)a-1« 2n+1p(«)du ,
r (a )
(27)
Выражение /П,а продолжается на значения Re a  <  0 по формуле
TV,a ( I , -1 ч тГ!,а+1 , тП,а+1 dp





Т еор ем а  2. Для (25) справедлива следующая факторизация
/ x \ 2а Y-1 л
(B7- a+p)(x) =  ( - )  12 2 ■“ I^ 'P , (29)
где
i 0 ■ ар (-) Г(а)
x а (x2 — u2)a up(u)du ,
Z—1 ,а , 7 2I2 2 ■ ap (x ) =  ^ . . x 1 Y 2a / (x2 — u2)a V p (u )d u . 
Г (а ) J
0
Доказательство. Имеем
(B Y , a+P)(x) =
1 X /  2 2\ 2a - 11 / /u\  Y /  x 2 — u2 4
Г(2а) У \xJ V 2x
0
Y — 1 u2F\ а +-------— , а; 2а; 1 ----- - p(u)dux 2
y — 1
2- 2аx2aI2 2 ■а10а р
2 1 - 2ax 2a Y_1 r




x - 7 + 1 - 2 a  f  (x 2 — y2 )a-1yY-2ady [ (y2 — u2 )a - 1 up(u)du =
22- 2a
Г2(а)
x 1 Y up(u)du / (y2 — u2)a 1(x2 — y2)a У  2ady
Найдем
(y2 — u2)a - 1(x2 — y2)a - 1yY-2ady =  {y 2 =  t }  =  ^ /  (t — u2)a-1 (x2 — t)a - 1t ^ -a dt2 \a -  Y™2 ,\a -  b 3—--a .
lx? — u2 f a - ‘ u-2a+, - .  2F l ( а  +  L z l , а; 2а; 1 — Y  I .
22аГ (а  +  2) 
Используя формулу (см. [20])
2 2
2F1 (a, b; c; z) =  (1 — z) “ 2F1 ( a, c — b; c









1 -  у x
2 F 1 ( а  +  ̂ , а ; 2» ; 1 — —  ) — 2F i I а ,а  +  21 — Y
х 2
2а; 1 — —  —
и2
—  ) 2F1 ( а, а  +-------— ; 2а; 1 ----- -(5) 2F
( S Г  2F1 ( а  +




, а; 2а; 1 —
х2
и
'(у2 — и2)а-1 (х2 — г / Г 1 y-'-2ady — ^ ПГ(а)
22аГ (а  +  2)
х
х (х2 — и2) 2" 1 и 2а+7 1 ^Хх* )  2F1 ^а, а  +  Y  ̂ 1 ;
(х2 — и2) 2а 1 и7 -  1х -  2а 2Fi ^а, а  +
и2
, 2а ; 1 ----- 2
х 2
УЛГ(а) 
22а Г (а  +  1)
Наконец,
Y — 1
22(1 -  2а) /Л
( в -  а + ^ ) ( х ) —  ( v  ) х 1 - 7  - 2 а х
и
; 2а; 1 — —  | . 
х2
х I (х2 — и2) 2а 1/1'7
Г (а )Г  (а  +  2)
 и  2F\ f а  +  Y----- , а; 2а; 1 ------ ^(иЫи.
\ 2 х 2/
о
Применяя формулу удвоения вида
1
Г (а )Г  ^а +  ^  — 21-2а/п Г (2 а )
получим
2 1 - 2а
( в - а + р ) ( х ) —  Г 2 0 )
х 1-7-2ах
х I  (х2 — и2) 2а 1 и7 2* \ ( а  +  Y —— , а; 2а; 1 ----- ^  ^ (и ^ и
1 х 2 — и 2 \  2а 1 /  и  \ Y /  y  — 1 и 2 \
I 2 F 1  I а  +-----2— , а ; 2а ; 1 — —  I <£ (и ^ и .
Г(2а) 2х




3.2 Преобразование Мейера левосторонных дробных интегра­
лов и производных Бесселя на полуоси
В этом разделе мы применим преобразование Мейера к левосторонним дробным ин­
тегралам и производным Бесселя на полуоси, а затем, в разделе 4, мы будем исполь­
зовать эти результаты для построения явных решений линейного дифференциального 
уравнения, включающего левостороннюю дробную производную Бесселя на полуоси 
типа Герасимова-Капуто с постоянными коэффициентами.
Т еор ем а  3. Пусть а >  0. Преобразование Мейера -“+ /  е  M  (R+) имеет вид
K  [(ay+pH -iO lte ) =  г 2“ к ,  v ie ). (30)






Рассмотрим внутренний интеграл. Применяя формулу 2.16.3.7 из [31] вида
a,c, в  >  0 (31)
будем иметь
J ( x 2 — u2)a 1ky- i (x£) xd x,2
2 ̂  Г (^ )
e 3- 1
J ( x 2 —  u2)a 1K y- 1 (x£) x2 1 -
13
и
2 ̂  Г (Y+1) _
------■ 2“ -1u“ - V е -а Г (a)KY-1 )
с 2 2
к  [ ( B - ? + ^ ) ( x ) ] ( e )
2 V  - а Г  ( Y + 1
■“ + Т ̂  K  yy1_ а (ue )g (u)du




2 2 f  2+1
Г (а )е 1-1 +а
2 ̂ -а  Г ( 3+1
0
Г ( а ) е  V + а
u 2 aK y- i _ a(ue)du / (u2 — t2)a 1t^(t)dt
t<p(t)dt (u2 — t2)a-1 u Y+1 -a K  y—i -a (ue)du.
Используя снова (31), запишем
ГО
[  (u2 — t2)a-1u Y+1 -aK  y—1 -a ( < ) du =  2 a-1tY-1 e-a Г (а )К  y- i  (te)
и
2y++1 - аГ ( Y+1 ) ro
к [(B- a+^)(x)](e) =  _  ^ y- i +a ■ 2а-1е -а Г(а) ^ (t )K y- 1 (te)ty+1 dt =
Г ( а ) е v  +a
0
e -2 a y  p(t)fc ŷ  (te)tY dt =  e -2ак 7 *>. 
0
Доказательство закончено.
Л ем м а  1. Пусть n G N и BY-/ G M “ (R+), тогда для 0 <  7 <  1
к  [ B f  ](e ) =  e2nK  [ / ](e )—
□
u
— XY e2k-1-Y B -r"/ (o+ )
k=1
г  4 ? )
2Y Г ( У 1)
lim e2k-2ж^0+ ^   ̂k= 1
X
d
d x 'G -  [ в - - "  /  ( x ) ] ,
(32)
для у =  1
к  [ в - / ](e) e2” K,- [ / ](e) - J 2  e2k_1_1" в - - " / ( o + ) + шп e2k-2 in x e -d  [B---k /  (x)],





для 1 <  y
K  [by; /  ]<? )
Z2" k 7[/]<?) — £ $2k-1-YB " - kf ( o + )  -  y - t  Шп Y ?2‘ _1^ x d x [b "- / <x )], (34)
k=1
где
Y — 1 ХШО+ s 1 k= 1
B " - k f (0+) =  lim B " - k f ( x ).
' ЖШ+О '
Доказательство. Найдем KY |B"f](?):
d dK [b "/]<?)=  / k —  (x?) [b ; / ( x)]xydx = 1 k~j_ 1 (x?) dXxYdX[b ; -1/ ( x)]dx
d
= k t- ! (x? ) xY dx [b" -1 / ( x )]
d d
ж=0
— x7— k7- 1 (x? ) — |B" f  (x )] dx./ dx ^  dx 7
d
—k t- !  (x?) xY dx [b" -1 / ( x )]




+  /  [B7k7—1 (x? )] |B"- 1f  (x )]x7 dx =  —k7—1 (x?) x7 —  |B"- 1f  (x )]
7 2 Y 2 dx Y
+
ж=0
+  ( x7- k t- !  (x? ) )  |b " -1 / ( x )] +  ? / k7—1 (x?) |B" 1f  (x )]xy dx
ж=0
... =  ? 2"  J  k7—1 (x?) f  (x )xy dx+  
0
->"— 1—k+  £ ? “  (  ( x7d xk Y—1 <*?)) [B;‘ -1 -k f  (x )] — k ̂  (x?) xydX В " -1 - ' f ( x ) ] )
ж=0
Пусть 0 <  y  <  1, тогда используя (10), получим
d
lim k7—1 (x? ) x7—— [B"- 1-k f  (x )]
Г ( l - 7 ) d
2 J lim x7- f  [B"-1 -k f  (x )].
хш0+ 2 ' J/ d x L 7 ^  л 2YГ хш0+ dx
Для y  =  1, применяя (11), будем иметь
d d
ХШп k0<X?> d i  [B" -1-k f  <x )] = —Дп+ ln |B" -1-k f  <x )]-
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Когда 1 <  y , используя (12), получим
d
lim ky-1 (x f ) xY —  [B;-1 -k f  (x)]
1
lim x£1-7 — [Bn-1-kf(x )].
d
Y — 1 x^o+ dx
, 01—Y .  3-1 1—7d 2 2 f  2 x 2
d x k V  (x f  ) = ------ ^ + ± 1 ^ -  K  Y+1 (x f )
Ж10+ 2
Затем запишем
и, применяя (8) для близких к нулю x, будем иметь
1 —7
d 2 2 y+1 3 — Y
x Yd xk ¥  (x f) =  — W 3 T )  x  2 f  2 K Y+1 (x f)
2 2  Y+1 /3—1  Г ( - +О С О \ 2
Г (2 +
1 —Y , , , _ (
------ x 2 f  27+1A f 21-^г1
( fx ) -Y+  =  — f 1-7, x ^  0+,
следовательно
xiim+ ( x 7 d~k 7̂ 1 ( x f ^  [Bn - 1- kf(x )]  =  —f 1- YB n - 1- kf (0+)
и для 0 <  y <  1
n -  1
K  [B i;f ](f)  =  f 2nK,. [ f] (f )  — £  f 2k+1-1" Bn-1-k f  (0+)-
k=0
Г ( 1zY) n-1 d
_____  ̂ 2 2 у  f 2k iim x y_  [Bn-1-k f (x )] =
27Г ( Y+1 f  x+0+ x dx B  f  (x)]
n г  (1=YA n d
•f2nK  [ f  ](f) — E f 2k-1-7 B n-k f  (0+ ) — У Г + Г  .11” + £  f 2 k - v  *  |B-n-k f  (x)b
k=1 V 2 / k=1
для y = 1
d
K [ в ; / ](f) =  fX ’K 7|f](f) — ^ “ - ‘ ^ в ; - / (0+ ) +  Д т  £ f 2k" 2ln x f - | B n -k f(x )]
k=1 k=1 dx
для 1 <  y
K  [b ; / ] ( f )





K  [Bnf ](€) =  e2nK ,. [ /](? ) -  e  e2k- i - Y Bn- k f  (o+ ). (35)
k=1
Если dX [Bn_ kf  (x)] ~  xn, n >  0 при x ^  0+ , то (35) справедливо для y  = 1 .  
З ам ечание 2. Поскольку k_  i (x) =  e - x, т о
K o[f ](e ) =  l [ /ш ,
Замечание 1. Пусть n G N, d X kf  (x)] ограничено и В /  G M “ (M+) и y =  1,
тогда
где L [f] — преобразование Лапласа функции f . Известно, что
l [/"](£ ) =  e2L [f  ш  -  f  (o) -  f  '(o).
С другой стороны,
Г  ( i _ l
2Y Г (2±1
d
=  i- E x 7 ж  [B n_k f  (x)]
k=1
f  '(x )
Y = 0 ,n = 1
и
Ko [B o f](o  =  L f" (e )  =  e2K o[f](e) -  /  (o) -  / '( o )  =  l [ / " k ^).
Аналогичная ситуация справедлива и для K0[B nf](£).
Т еор ем а  4. Пусть n =  [а] +  1 для нецелого а и n =  а для a G N и Ba ,o+f G M “ (R+) 
тогда
при o <  y <  1
K  [Ba,o+f ](e) =
n-1 Г n-1 d
e2“ K-, [ f  ](e) -  E  f 2“ _2k'_ 1-7 B  /  (o+ ) -  ̂ ^ т ж т  i s  E  e2“ _2‘ _ 2x7 ̂  в  f  (x)]
k=o 27Г ( E )  ” °+ k=o
(36)
при y  = 1
K  [Ba , o + f  ](e)
n 1 n 1
S k  [ f  ](e) -  E  e2a_ 2k_ 1_7 в /  ( o + ) + ш т + Е е
k=o k=o
d
^ _ 2k_ 2 ln x ^  [ B f  (x)], (37)
dx
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при 1 <  y
K  B V / ] ( f )  =
n -  1




57 ,0+ - ж ^ + 0
n- 1
lim V  f 2a- 2k-
- 1 ж^0+ k=0
-1-Y x —  
dx
B?,-+ /  (x).
?Y f
Доказательство. Используя (30) и (35) для 0 <  y  <  1, получим
K  [Ba,0+/](e) =  k  [(/B n -+ вп  /  )(x )](e ) =  e2a—2пк 7 [в п /](e) =  e 2aK  [ /ш -
n г  ( 1- Д  n dE e 2 a —2n+ 2k—1—Y B Yn —k /  (0+) -  - T tM t  i is v  E e 2 a - 2n+ 2k- 2x Y ^  [в п —k /  (x )]
k =1  1 V 2 7  + k=1
n — 1 г ( i —Y A n—1  d
n ' 2a-2k-2x Y- [B7k / (x )] ,
x ^ 0 + ^ —'  dx 12 J k=0
e2a k  [ / ](e) -  E e 2a-2k-1-Y в  /  (o+ ) -  f
k=0 1 V 2 ) k=0
где
B yY0+ / (0+ ) =  xlim0 B yY0+ /(x ) . 
Аналогично при y = 1  будем иметь
Ky  [Ba,0+ / ] ( f ) =  K y  [(/BY—+Bn /  ) (x )] ( f ) =  f 2a-2nKY [B n /](f) =  f  2aKY [ / ] ( f ) -
n n
V -  f 2a- 2n+2k- 1-YB n-k/ ( 0 + )+  lim У  f 2a-2n+2k- 2 ln x f-^ - [Bn-k/ (x)] =
Z—/ 1 ж^0+ X.—/ dx 1
k=1 k=1
n 1 n 1
e2 a K Y [ / ](f) -  E  e 2 a - 2 k - 1 - Y b y/ (0+ ) +  lim £  eL— '  ' ж ^ 0 +  z 'k=0 k=0
-2a- 2k- 2 ln x fd x  [BY /  (x)]
и при y >  1
1
Ky [Ba,0+ /] ( f )  =  Ky [ ( / в ?,- ?  B n / ) ( x ) ] ( f )  =  f 2a -2n KY [Bn / ] ( f ) =
n -  1 n -  1




Замечание 3. Пусть k G N, dX[B^f (x)] ограничена, Ba0+ f  G M “ (R +) и y  = 1 ,  тогда
П— 1
K [В-У+/ ] ( 0  =  [,f](Q — Y ,C 2a—2k~‘ —yB k f (0+). (39)
k=0
Если dX [B7kf  (x)] ~  xn, n >  0 при x ^  0+ , то (39) справедливо и для 7 = 1 .
4 Метод преобразования Мейера для решения одно­
родного уравнения с левосторонней дробной про­
изводной Бесселя на полуоси типа Герасимова— 
Капуто
4.1 Общий случай
Используя преобразование Мейера (общая схема применения интегральных преобра­
зований к уравнениям дробного порядка изложена в [29] и [30]) решим уравнение
(B 7 + /) (x )  =  л/ (x), а  > 0, Л G R (40)
с левосторонними дробными производными Бесселя на полуоси типа Герасимова- 
Капуто с постоянным коэффициентом при 7 = 1 .
Пусть m—1 < а <  m , m G N. К уравнению (40) нужно добавить m условий, которые 
для 0 <  y  <  1 имеют вид
d
B 0+ f )(0+ ) =  a2k, lim x1— B ^ + f (x )  =  a2k+i, « 2k , « 2k+i G R, (41)
ж^о+ dx
а для y  >  1 условия примет вид
d
(B7k0+f  )(0 +  ) =  b2k, xlim0+ x d x B k,0+ f  (x) =  b2k+1,
где k G N U {0 }, такое, что выполняются неравенства
b2k, b2k+1 G R , (42)
0 <  2k <  m — 1, 1 <  2k +  1 <  m — 2 если m — нечетное,
и
1 <  2k +  1 <  m — 1, 0 <  2k <  m — 2 если m — четное.
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Это означает, что для нечетного m последнее условие имеет вид (B k,0+ / ) ( 0 + )= a m - 1 
или (B 7k 0+ /  ) (0 + )= b m - 1 , а для четного m последнее условие имеет вид 
Д т +  x 7 d XВ ? , о + / (x )= am _ i или Д т +  x d XB ^ + f  (x)=bm_ i .
П ри м ер  1. При m =  1 имеем, что k =  0 и при m =  1 к (40) добавляется только 
одно условие
/ (0+) =  а0 при 0 <  у <  1 и / (0+) =  b0 при у  >  1.
При m =  2 также имеем, что к =  0, но к (40) добавляются два условия
df
/ (0+) =  а0, lim x 7 —  =  а1 при 0 <  у <  1 и
ж^о+ dx
d/
/ (0 + )  =  b0, lim x —  =  b1 при у  >  1.
ж^ 0+ dx
Т еор ем а  5. При 0 <  у  <  1 решение задачи (40)- (41) 
в случае нечетного m имеет вид
/ ( x )  =
т  — 127 г  ( т у 1 ! -2
a2k x2k 2^2
k=0
(k +  1 +  2 , ^  , (1,1)
(k +  1, a ) , (2k +  у  +  1 ,2a)
Ax2a +
m—3
г  ( i y '  2
П ] > > 2 k + 1  x 2k+ 1 - 7  2 Ф 2
k = 0
(k +  |, a ) , (1,1)
(k +  1—7 , a  , (2k +  2, 2a)
Ax2a (43)
где вторая сумма исчезает при m -1 <  0 , то есть при m =  1 ,
в случае четного m имеет вид
27 г  ( Т У 1
/ ( x )
т  —2 2
У ^  a 2k x 2 k  2 Ф 2
k=0
(k +  1 +  7 , ^  , (1, 1)
(k +  1, a ) , (2k +  у  +  1 ,2a)
Ax2a +
т —2
Г ( гА 2
п У ^  a 2k+1 x 2 k + 1 7  2 Ф 2
k =0
(k +  У a ) , (1,1)
(k 4— jt7 , a  , (2k +  2, 2a)
Ax2a (44)
Для у >  1 решение (40)- (42)
20
в случае нечетного m имеет вид
2YГ ( Y+a 2
f  (х) = ------ ^  Ъ2к х 2к 2Ф2п
к = 0
(к +  1 +  2 , а) , (l , 1)
(к +  1, а) , (2k +  y + 1 ,  2а)
Ах2а +
27  Г  (  7+1
V n(Y — 1)
m  — 3 2
У ^  Ъ2к+1 х 2 к  2 ^ 2
к =0
(к +  1 +  2 , а) , (1,1)
(к +  1, а ) , (2к +  y + 1 , 2а)
Ах2а (45)
где вторая сумма исчезает при m - 3■ <  0 , то есть при m =  1, 
в случае четного m имеет вид
m  — 2 
2
f  (х) =  4 А 4 р £  Ъ2к х2к 2Ф2
п
к = 0
(к +  1 +  2 , а) , (1, 1)
(к +  1, а) , (2к +  y + 1 ,  2а)
Ах2а +
m —
2 7 г  ( 1 + 1 )  I 2
v/n (Y -  1)
У ^  Ъ2к+1 х 2 к  2 ^ 2
к =0
(к +  1 +  2 , а) , (1,1)
(к +  1, а ) , (2к +  y + 1 , 2а)
Ах2а
Здесь рФд(z) — функция Райта-Фокса (16).
(46)
Доказательство. Рассмотрим сначала случай 0 <  y <  1- Применяя преобразование 
Мейера (20) к обеим частям (40) и используя (36), получим
П— 1 Г (±-2 п — 1
£2аК 1 [f ] ( £) - £ С2а “ 2к“ ‘ “ 7 B f ( 0 + ) - ' Г , 2+1' Х1й0+ Е £2а - 2к - 2х 2 -d - [В к f ( х )] =  АК, [f ] ( £)
к=0 Г v 2 )  + к=0
а и  ns, а
где n G N, n — 1 < а  <  n. Принимая во внимание условия (41), будем иметь 
для случая нечетного m будем иметь
m —1 2
£2аК , [f ](£) — £  а2к£2а- 2к- 1- ’
m —3
Г  ( 2?  '  ^
к=0
2 Y Г  ( 2 ± 1 )  2 _
V 2 )  к = 0
У ^  а 2 к + 1 £
2а 2к 2 АК7 [f  ](£),
где вторая сумма исчезает при m-3 <  0, то есть при m =  1,
для случая четного m будем иметь
m — 2 2
£2аК-, [ f  ](£) — £  Й2к£2а -2к -1-7
m — 2
Г  ( ^  N —
к=0 2 Y Г  ( 2 + 1V 2 7 к = 0
У ^  а 2к—1£









£2а -  А/  (x) =  X  a2k KY 1k=О




(x) +  тл ( 2+1 ) X  a2k+1 K




e2a -  а
(x ) ,
/ (x) =  X  a2k K—1
k =0 e2a -  а
(x) +
m —2
Г ( i y ) 2
2 1  г  Р У )  k =
X ^ a2k+1 K —11
e2а 2k 2
e2a -  а
(x ) .
2 7 0
Для того чтобы найти явное выражение для / ,  будем использовать формулу (24) 








£2а -  А
£2 а —2k—1—y
£2а -  А
(x) =  X2k+1 E2a,2k+2(Ax2a)
(X) =  X2k+Y E2a,2k+Y+1(Ax2a).
(PX ) —1xe—Y E 2a,e (Ax2a)
(P Y) —1xe —Y Е2а ,в  ( Ax2a ) =
V ^ x




p =  Ш + 1 -
Е2ав (А Z2a) =  X
m = 0
Am z2ma
Г(2 am  +  в )
Z^Е2а,в(Az2a)(x 2 -  Z2)P— 2 — 1dz =  X
Am
=0 r(2 a m  +  в )
2ma+e (x2 -  z2)p— 2—1dz
m = 0






(px ) -1xe-Y E2aJi (Ax2a)
Используя формулу
v ^ x  f  d yp ^  Am г  (m a +  Ц 1 )Eг  ( Y p )  V 2 xdx /  m=0 г ( 2 am  +  в ) Г  ( m a +  p +  — J + 1 )2 7 x 2 m a + 2P + e - Y - 1
d V  x 2̂ +2n _  Г(^ +  n +  1) x 2^
запишем
(px ) -1xe-Y E2«,e (Ax2a)
2xdx J Г(р +  1)
v/nxe -Y ^  Г (m a +  e+1)E
г  ( ¥ )  m = o r ( 2 a m + в  ) г  ( m a + e - 2 + i )
(Ax2a)m.
Принимая во внимание вид функции Фокса-Райта (16), мы можем записать
(PY ) - V - Y Е2а,в (Ax2“ )
y n x e-Y
Г (2+1Y + D  2 Ф 2
( « у  , a )  , ( 1 , 1 )





е2a -  a
(x ) _  ^ (P Y ) - 1 x 1 - Y ( L 1 е
2a 2к 2
е2a -  a
(x)
A 7x v x '
(PJ ) -1x 2k+2-Y E2a ,2k+2 (Ax2a )
2Y г  1 Y ± l '
2 M  x 2k+ 1 - Y 2Ф2
П
(k +  f , a) , (1, 1)




e2a -  a
2YГ ( Y+l'
(x) _ ------ Ш  x 2k 2Ф2
П
(k +  1 +  2 , ^  , (1, 1)
(k +  1, a ) , (2k +  y + 1 ,  2a)
Ax2a . (47)
Таким образом, для случая нечетного m получим (43), а для случая четного m — (44).
Для у >  1, применяя преобразование Мейера (20) к обеим частям (40) и используя 
(38), получим
n-1 .j П- 1 7
е 2aKY [ / ](е ) - E e2a-2k-1-Y Bk /  (0+ ) — —  i “ ?+ E e2a-2k-1-Y x d-  в  /  ( * ) ] _  a k  [ /  ](е),
k=0 Y k=0 x
где n G N, n — 1 < a  <  n. Принимая во внимание условия (42), получим 
для случая нечетного m будем иметь
m — 1 2
f  (x) _  X ]  b2k K - 1
k =0
1e2a-2k-1- y
_ e2a -  a ' y  - 1
m —3 2
(x) +  — r E  b2k+1 K -1
k=0
e2a-2k-1-Y




для случая четного m будем иметь
m —2
/ (x) =  E b2k
k=0
2a—2k-1—y
e a -  a
m —2
1 ~"r ~
(x) +  Г З Г  E b2k+1 K—1
Y k=0
2a—2k— 1—y
e *  -  a (x ) .
Следовательно, применяя (47), получим (45) и (46), соответственно.
□
4 .2  Ч а с т н ы е  с л у ч а и  и  п р и м е р ы
В этом разделе сначала рассмотрим уравнение (40), в случае, когда выполняются усло­
вия замечания 3. Затем приведем несколько примеров.
Т еор ем а  6 . Пусть m G N, k G N U {0 }, m—1 < а <  m, dx [B^/ (x)] ограничена для 
0 < y , y =  1 и ddx [Bk/ (x)] ~  xe , в >  0 при x ^  0+  в случае y =  1, тогда решение 
уравнения
( Ba , o + / ) ( x )  =  a / ( x ) ,  a >  0 ,  a  g r
с m условиями для 0  <  y <  1 вида
d
( B k ,o + / ) ( 0 + ) =  a 2 k , xlim +  x Y  dxxB ’k,o+/ ( x )  =  0 ,
с m условиями для y = 1  вида
d
( B k , 0 + / ) ( 0  +  ) =  a2k, ДП+  l n  x d x  [ B k / ( x ) ]  = 0 ,
с m условиями для y >  1 вида
d
( B k , 0 + / ) ( 0  +  ) =  a 2 k , Д т +  x d x B 7k 0+ / ( x )  =  0 ,
где a 2k G R и k такие, что следующие неравенства верны






1 <  2k +  1 <  m — 1, 0 <  2k <  m — 2 если m — четное.
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Для случая нечетного m решение примет вид
2Y г  ( y± i А 2
f  (x) =  ------J=T  ^  ak  X2k 2^2П
k = 0
(k +  1 +  2 , a ) , ( l , 1)
(k +  1, a ) , (2k +  y + 1, 2a)
Ax2a (52)
а для случая четного m решение примет вид
f (x )
m —2
2 YГ  ( 2 + 1 !  ^
n a2k x 2k 2Ф2
k =0
(k +  1 +  2 , a ) , (1,1)
(k +  1, a ) , (2k +  y + 1, 2a)
Ax2a (53)
Здесь рФд(z) — функция Райта-Фокса (16).
П ри м ер  2. Рассмотрим общий случай для задачи (40)- (41) при 0 < а <  1 , 0 <  y <  1. 
В этом случае m = 1 ,  2k =  0 используя (43), получим, что решение задачи
(Ba,o±f  )(x ) = A f ( x )  a > o, a e  r
f  ( 0 + ) =  ao, a i e  R
имеет вид
2Yг  ( y±4)
f  (x) =  -------7=^~ao 2Ф2Jn
( 1 +  2 , a ,  (1,1) 
(1,a),  (y + 1, 2a)
Ax2a (54)
Легко видеть, что для y >  1 и для 0 <  a  <  2 решение имеет такой ж е вид. На 
рисунке 1 представлен график f  при y =  3 и при y =  5 когда а =  1, A =  1.
Когда y =  0 мы получим
( GCD 02a f ) (x )  =  A f (x), 0 <  2a <  1, A e  R,
f  (0+) =  a1, a1 e  R
и, используя (17), запишем
(1. 1) 
(1, 2a)
что совпадает с (5) если l =  1 и 2а взято вместо а.
f (x )  =  a0 2Ф2
(1, а ) , (1, 1) 
(1, а ) ,  (1, 2а )
Ax2а a 0 1 Ф 1 Ax2a a 0 E 2a,1 ( A x 2 a ) ,
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Рис. 1: График решения (54) при y =  1  и при 7 =  5 когда а =  1 , Л =  1.
П ри м ер  3. Рассмотрим случай, представленный в Теореме 6 при а = 1 ,  b0 =  1, 
Л =  -1 .  В этом случае m =  2, 2к =  0, 2к +  1 =  1, что означает к =  0. Используя 
(53), получим, что решение задачи
В, 1 (х) =  - } ^ x ) , Л £ R ,
f  (0+) =  1, 1 '(0 + ) =  0
имеет вид
1 (х)
27 Г ( 2+ 1
п2 ' 2 Ф 2
(1 +  2 , 1) ,  (1, 1) 
(1,1) , (Y + 1 ,2 )
х 2 2 7 Г  ( 2 + 1
п2 ' 2 ̂ 2
( 1 +  2 , Ч
(Y + 1 ,2 )
2х
27Г ( 2+ 1) g  ( - 1 ) т Г (1 +  2 +  m  х
п Г (7 +  1 +  2m) m!m=0
Использование формулы удвоения Лежандра вида
2 2 z - i /  1
Г ( 2 2  =  —  г м г  z +  2
получим
f  (х) =  27 Г
Y +  1 Е ( - 1 ) т Г (1 +  2 +  m) х
2m
2 m _o 2т + 2 т Г (1 +  2  +  m) Г ( 2+ 1 +  m) m!
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22- 1Г ( ¥ )  у  М Г  _ 1  / x A2m+V  =  . — (x)
x V  ^ Г  (2+1 +  m) т \\2) j V ( )^ 0 Г     m \  vг=и V 2 /
/ Y- 1 (x ) (55)
г^е
jv (x ) =  y r (V „+  1} Jv(x).x v
Для j y—— (x) имеем
Следовательно, функция
BY j  y—— (tx) =  —т 2j  y—— (rx).
Ф,2 ^ 2
( l  +  2, ^  , (1, 1) 
(1 ,a ) , (Y +  1 ,2a) 
может быть рассмотрена как обобщение j  y—— .
Ax2a
П ри м ер  4. Легко видеть, что при y  = 1  оператор Бесселя есть двумерный оператор 
Лапласа в полярных координатах x  =  r cos р, y =  r sin р, действующий на радиальную 
функцию f  =  f  (r):
d2 f  d 2f  d2f  1 dfA  f  =  — -  +------- =  — -  +----- - .
dx2 dy2 dr2 r dr
Тогда уравнение (40) примет вид 
d2 1 d A a
d r 2 +  r s ^ )  f <r> =  A f (r), (56)
где (jjTj +  1 понимается в смысле определения 1.
Пусть т Е N, k Е N U {0 }, Д— < а <  m. Если d- [Bf f  (r)] ~  re , в >  0 при r ^  0+, 
то к (56) добавляются m условий
d2 1 d d
lim —  +  -  —  f ( r )  =  a2k, lim ln r —-^o+ \ dr2 r dr ) -^o+ dr
d2 1 d k
-------1-------- I f  (r)dr2 r dr ) 0, (57)
k G N U {0 } , такие, что следующие неравенства верны
0 <  2k <  m — 1, 1 <  2k +  1 <  m — 2 если m — нечетное,
k
и
1 <  2k +  1 <  m — 1, 0 <  2k <  m — 2 если m — четное.
27
lim / (г) =  Ьо
0 +
При 0 <  а < 2 решение уравнения (56) при условии
имеет вид
/ (г) =  — Ьо 2 ^ 2 
п
(l  +  1 , а ) , ( l , 1)
Лг2а
(1, а ) , (2, 2а )
Решение для Л =  2, Ь0 =  1, а =  0,1; 0, 3; 0, 5 представлены на рисунке 2
Рис. 2: График решения (58) при Л =  2, Ь0 =  1, а =  0,1; 0, 3; 0, 5.
5 Заключение
В данной статье предлагается новый подход для решения обыкновенных дифферен­
циальных уравнений с левосторонней дробной производной Бесселя на полуоси типа 
Герасимова-Капуто на основе метод интегрального преобразования Мейера. Также 
приведено несколько иллюстративных примеров.
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